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Résumé  
Les caractéristiques géométriques et morphométriques des cristaux (c’est-à-dire les distributions en taille 
et en forme) ont un impact considérable sur l’ensemble des propriétés d’usage de ces particules. 
L’utilisation de capteurs d’images 2-D « in situ » permet de suivre l'évolution temporelle de ces particules 
au cours du processus de cristallisation. L’analyse de ces images fournit alors les caractéristiques 
granulométriques de ces cristaux. Cependant, l’acquisition d’images numériques 2-D donne accès 
uniquement aux projections de ces cristaux et donc à des potentielles superpositions (notamment dans un 
milieu dense). Par conséquent,  il est nécessaire de développer des méthodes spécifiques d’analyse 
d’image afin de déterminer les distributions géométriques et morphométriques de ces cristaux. Ce papier 
présente une méthode basée sur des outils de la géométrie stochastique. Les images sont décrites par un 
modèle de géométrie aléatoire, représentant la population de cristaux, dans lequel il est possible d’estimer 
les moments statistiques (espérance, variance…) de leurs caractéristiques granulométriques telles que 
l’aire, le périmètre ou le diamètre. La méthode proposée est appliquée sur des images simulées afin 
d’évaluer sa performance. En conséquence, cette caractérisation géométrique et morphométrique pourrait 
permettre d’améliorer les modèles de cristallisation et par suite les procédés d’élaboration des solides. 
Mots-clés : Analyse in-situ, analyse d’image, géométrie stochastique, granulométrie, modélisation 
géométrique. 
1. Introduction  
Dans l’industrie, la cristallisation est une opération clé dont les performances sont essentielles pour 
séparer, purifier et mettre en forme les produits. Les caractéristiques géométriques et morphométriques 
des particules (c’est-à-dire les distributions en taille et en forme) ont un impact considérable sur 
l’ensemble des propriétés d’usage des cristaux. D’un point de vue opérationnel, la maîtrise de la qualité 
des solides cristallisés suppose l’utilisation de capteurs d’images performants capables de délivrer « en 
ligne » et « en temps-réel » des informations « in situ » les plus pertinentes possibles, comme la sonde 
d’imagerie EZProbe® utilisée dans le cadre des travaux présentés ici. Cette sonde permet l’acquisition en 
temps-réel d’images numériques 2-D de particules en cours de formation lors de cristallisations en 
suspension dans un liquide (voir Figure 1). 
 
    
Figure 1 : Images 2-D de cristaux d’oxalate d’ammonium 
L’exploitation informatique des séquences d’images 2-D nécessite de développer des méthodes 
spécifiques d’analyse d’image (Zhou et al., 2008 ; Larsen et al., 2006 ; Larsen et al., 2007) afin de 
caractériser une population dynamique de particules. Plusieurs difficultés sont à considérer : images 2-D 
de projection, agrégation des particules, hétérogénéité des particules, anisotropie des particules, particules 
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hors du plan focal (flou)… Des compétences avérées et un savoir-faire certain en mathématiques 
appliquées à l’analyse d’images sont alors nécessaires.  
Pour répondre à cette problématique, de nombreuses méthodes ont été introduites dans la littérature afin 
d’identifier (individualiser) et caractériser les cristaux (Presles et al., 2010 ; Ahmad et al., 2011 ; Presles 
et al., 2012). Cependant, ces méthodes montrent leurs limites lorsque la densité des cristaux devient trop 
importante.  
Pour pallier ce problème, une nouvelle approche est proposée dans ce papier. L’objectif est tout d’abord 
de modéliser la population de cristaux par des objets géométriques aléatoires (les paramètres aléatoires 
sont la position, la taille, la forme et l’orientation des cristaux). Par la suite, ce modèle géométrique est 
ajusté aux données réelles afin d’identifier les valeurs prises par les paramètres du modèle et ainsi 
déterminer statistiquement les distributions de taille et de forme des cristaux. 
Ces nouvelles méthodes aboutissent in fine à un ensemble d’outils logiciels, donnant accès à des 
informations sur les évolutions temporelles des faciès cristallins (i.e., la géométrie/morphologie des 
particules) et de la distribution en tailles de cristaux. Cette caractérisation pourrait permettre d’améliorer 
les modèles physico-chimiques de cristallisation et par suite les procédés d’élaboration des solides. 
2. Méthodes 
2.1 Acquisition des images 
Le système utilisé pour observer le processus de cristallisation est la sonde EZProbe® : une source de 
lumière acheminée par un faisceau de fibre optique illumine en lumière transmise une caméra CCD 
(vitesse d’acquisition 25 images par seconde, résolution spatiale 2 m, champ d’analyse de 1,3 mm x 
1 mm, images de taille 640x480 pixels codées sur 8 bits). Un agitateur se charger de déplacer les 
particules présentes dans la solution. La caméra filme le processus de cristallisation. Un boitier 
d’acquisition « récupère » le flux vidéo de cette caméra et se charge de compresser si nécessaire les 
données envoyées par celle-ci et de les transmettre à un ordinateur. La Figure 1 montre le système 
d’acquisition du processus de cristallisation et la Figure 2 une image de cristaux d’acide citrique issue 
d’une séquence vidéo. 
 
Figure 2. Système d’acquisition des cristaux Figure 3. Image de cristaux d’acide                   
citrique issue d’une séquence vidéo 
Plusieurs difficultés sont à considérer avec ce type d’images: images 2D de projection, agrégation des 
particules, hétérogénéité des particules, anisotropie des particules, particules hors du plan focal (flou) … 
Des compétences avérées et un savoir-faire certain en mathématiques appliquées à l’analyse d’images 
sont alors nécessaires. 
2.2 Modélisation des images 
En recourant à des algorithmes d'analyse d'image, il est possible de segmenter  (Calderon De Anda et al., 









Figure 4. Image  d’une population de cristaux d’oxalate d’ammonium et sa segmentation. 
D’un point de vue ensembliste une telle image binaire peut être représentée en toute généralité par un 
modèle géométrique simple : 
𝐼 = (⋃ 𝑥𝑖 + 𝑋𝑖) ∩ 𝑊𝑖                                                                    (1) 
Elle correspond à une union de particules convexes 𝑋𝑖  spatialement positionnées en 𝑥𝑖, intersecté par une 
fenêtre rectangulaire 𝑊 (champs d’observation). Chaque convexe représente la projection d’un cristal et 
la fenêtre rectangulaire le support spatial de l’image. Rappelons que l'objectif est d'obtenir la 
granulométrie des particules de l’image. Or pour une certaine distribution de particules, une infinité de 
configurations géométriques de particules projetées sur l'image est possible. Afin de décrire la 
granulométrie de cette population, notre modèle doit donc présenter un caractère aléatoire. On considèrera 
donc que chaque image 𝐼 est la réalisation  d’un  modèle géométrique aléatoire  Ξ  intersecté avec 𝑊, ce 
qui nous conduit au modèle germe-grain (Chiu et al., 2013 ; Stoyan et al., 1987) : 
Ξ = ⋃𝑥𝑖∈Φ 𝑥𝑖 + Ξ𝑖                                                           (2) 
où   les Ξ𝑖   sont des convexes aléatoires  indépendant et identiquement distribuées appelées les grains, et 
Φ est un processus ponctuel  qui génère les germes. Ainsi  une image 𝐼 coïncide avec une réalisation  
Ξ(𝜔) ∩ 𝑊 = (⋃𝑥𝑖∈Φ 𝑥𝑖(𝜔) + Ξ𝑖(𝜔)) ∩ 𝑊 de sorte à ce que les Ξ𝑖(𝜔) coïncide avec les particules 
présentes sur l’image et les 𝑥𝑖  avec leur positions (voir Figure 5).  
 
Figure 5. Image binaire de cristaux projetés et sa représentation via un modèle germe-grain dans la fenêtre 𝑊. 
Ainsi la distribution du grain primaire Ξ0, c’est-à-dire la distribution commune des  Ξ𝑖  coïncide  avec la 
distribution des particules en présence, notre objectif est donc d’obtenir des informations concernant la 
distribution des paramètres de taille et de forme de Ξ0. Ce modèle général peut être utilisé pour différents 
types de grain primaire (Jeulin et al., 2000 ; Peyrega, 2010), tels que des rectangles, disques...  Jusqu’ici 
l’unique hypothèse de la modélisation est la convexité des particules, pour répondre à notre objectif nous 
allons introduire des hypothèses supplémentaires qui sont vérifiées dans la majorité des applications : on 
supposera que le processus Φ est indépendant des grains Ξ𝑖, c’est-à-dire que la morphologie d’une 
particule est indépendante de sa position spatiale. On supposera aussi que Φ est un processus ponctuel de 
Poisson, c’est-à-dire que les particules sont  uniformément réparties dans l’espace.   
2.3 Caractérisation du grain primaire 
Le modèle défini avec les hypothèses décrites ci-dessus est connu sous le nom de modèle Booléen (Chiu 
et al., 2013; Molchanov, 1997),  nous avons donc : 
Ξ = ⋃𝑥𝑖∈Φ 𝑥𝑖 + Ξ𝑖                                                                                     (3) 
𝑥𝑖(ω) + Ξ𝑖(𝜔) 
𝑊 
𝑥𝑗(ω) + Ξ𝑗(𝜔) 
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où Φ est un processus de Poisson d’intensité 𝜆 et les Ξ𝑖  sont des convexes aléatoires identiquement 
distribués. Notre objectif est d’obtenir des informations sur la morphologie du grain primaire Ξ0 du 
modèle Booléen Ξ et l’intensité 𝜆 du processus Φ à partir de ses réalisations dans une fenêtre bornée 
Ξ(𝜔) ∩  𝑊.  On appelle caractéristiques globales du modèle Booléen Ξ toutes caractéristiques estimables 
sur ses réalisations, nous avons en particulier la densité de ces fonctionnelles de Minkowski 𝑝 , 𝐿𝐴 et 
χA désignant respectivement les densités d'aire, de périmètre et de la caractéristique d'Euler. Ces dernières 
n'étant pas suffisantes pour caractériser complètement le modèle, d'autres mesures ont été introduites, 
notamment la covariance 𝐶Ξ (𝑢) = ℙ({0, 𝑢} ⊂ Ξ),  le nombre de convexité et la fonction de distribution 
de contacts (Stoyan, 1987). Les méthodes pour estimer ces quantités à partir de réalisations de Ξ  
restreintes à une fenêtre discrète (image numérique) peuvent être trouvées dans  (Molchanov, 1997). 
Il est bien connu qu’un ensemble aléatoire est entièrement déterminé par sa capacité de Choquet  𝑻𝚵 , 
c’est-à-dire l’application de l’ensemble des ensembles compacts 𝕶 du plan vers [𝟎, 𝟏] défini pour tout 
compact 𝑲 par 𝑻𝚵(𝑲) = ℙ(𝚵 ∩ 𝑲)  (Chiu et al., 2013). Dans le cas du modèle Booléen il existe une 
relation analytique pour la capacité de Choquet : 
∀𝐾 ∈ 𝔎, 𝑇Ξ(𝐾) = 1 − exp(−𝜆𝔼[𝐴(Ξ0 ⊕ (−𝐾) )])                                      (4)                                       
En évaluant cette relation sur certains types d’ensembles compacts, cette relation permet de relier des 
caractéristiques globales à des caractéristiques individuelles, en particulier sur un singleton ou un bipoint : 
𝑝 = 𝑇Ξ({0}) = 1 − exp (−𝜆𝔼[𝐴(Ξ0 )]                                                        (5) 
 
∀𝑢 ∈ ℝ2, 𝐶Ξ (𝑢) = 2𝑝 − 1 + (1 − 𝑝)
2 exp(𝜆𝛾Ξ0(𝑢)  )                                   (6) 
où ∀𝑢 ∈ ℝ2, 𝛾𝛯0(𝑢) = 𝔼[ A(Ξ0 ∩ (Ξ0 − 𝑢)] est le covariogramme géométrique moyen de Ξ0 (Galerne, 
2011). Plusieurs méthodes basées sur la relation (4) permettent d'estimer l’intensité 𝜆 et l’espérance des 
fonctionnelles de Minkowski du grain primaire, c’est-à-dire l’espérance de l’aire et du périmètre du grain 
primaire. Nous citerons les plus populaires : 
La méthode des intensités est applicable lorsque le modèle est supposé isotrope, elle est aussi connue sous 






𝟐    
𝟒𝝅(𝟏 − 𝒑)𝟐




4𝜋(1 − 𝑝)𝜒𝐴 + 𝐿𝐴
2                                                        (8) 
 
𝔼[A(Ξ0)] = −
ln (1 − p)
λ
                                                                   (9) 
                                     
La méthode du contraste minimum (Heinrich, 1993) est applicable que le modèle soit supposé isotrope ou 
non. Elle est basée sur la stabilité du modèle booléen par dilatation convexe : c’est-à-dire que si 𝑲 est un 
ensemble convexe et compact alors 𝚵 ⊕ 𝑲 est un modèle Booléen de même intensité  𝝀  et de grain 
primaire 𝚵𝟎 ⊕ 𝑲.  En appliquant la relation (5) au modèle 𝚵 ⊕ 𝑲 nous avons : 
𝜆𝔼[𝐴(Ξ0 ⊕ 𝐾)] = − ln(1 − pΞ⊕𝐾  )                                                 (10)   
En appliquant la formule de Steiner (Michielsen and  De Raedt, 2001, Schneider, 2013) à 𝐴(Ξ0 ⊕ 𝐾) 
nous avons alors : 
𝐴(Ξ0 ⊕ 𝐾) = 𝐴(Ξ0) + 2𝑊0,𝐾 + 𝐴(𝐾)                                              (11) 
où  𝑊0,𝐾  désigne l’aire mixte de Ξ0 et 𝐾 (Michielsen and  De Raedt, 2001, Schneider, 2013), donc en 
choisissant une famille homothétique (𝑟𝐾)𝑟>0, nous avons : 
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− ln(1 − pΞ⊕𝑟𝐾  ) = λ𝔼[A(Ξ0)] + 2λr𝔼[W0,K] + λ𝑟
2A(K)                                   (12) 
Donc les quantités  λ, 𝔼[A(Ξ0)] et 𝔼[W0,K]  peuvent être estimées par une approximation polynômiale de 
la quantité − ln(1 − pΞ⊕𝑟𝐾  ) connue sous le nom de fonction de distribution de contacts (Heinrich, 
1993). L’aire mixte 𝑊0,𝐾 est connu pour certains convexe𝑠 𝐾, si  𝐾 = 𝐵 la boule unité alors 𝑊0,𝐵 =
1
2
𝑈(Ξ0) et si  𝐾 = 𝑆𝜃  le segment de longueur 1 diriger par 𝜃 ∈ [0, 𝜋] alors 𝑊0,𝐵 =
1
2
𝐻Ξ0(𝜃) où 𝐻Ξ0(𝜃) 
est le diamètre de Féret de Ξ0  dans la direction 𝜃. Il est donc possible d’estimer 




𝔼[U(Ξ0)] et 𝔼[ 𝐻Ξ0(𝜃)] =
𝔼[U(Ξ0)]
𝜋
. Dans tous les cas, les quantités 
λ, 𝔼[A(Ξ0)], 𝔼[U(Ξ0)] 𝑒𝑡 𝔼[ 𝐻Ξ0(𝜃)] sont généralement insuffisantes pour complètement caractériser le 
grain primaire du modèle (voir Figure 6). 
 
Figure 6. Deux réalisations de deux modèles Booléens différents, de même intensité, dont les grains primaires ont 
même espérance de l’aire, du périmètre et du diamètre de Féret dans n’importe quelle direction. 
En conséquence, nous nous sommes intéressés aux variations statistiques de l’aire, du périmètre et du 
diamètre de Féret. Pour ce faire, il est nécessaire de faire intervenir la covariance du modèle Booléen 
(Rahmani et al., 2015). En effet, le moment d’ordre deux de 𝐴(Ξ0) peut être exprimé comme l’intégrale 




𝛾Ξ0(𝑢)𝑑𝑢                                                                   (13) 
Donc sous l’hypothèse 𝔼[𝐴(Ξ0)
2] < ∞ et en remarquant  que  𝛾Ξ0 est une fonction tendant vers zéro à 
l’infini, il est possible d’estimer 𝔼[𝐴(Ξ0)
2] à partir d’une estimation de l’intensité et de l’estimateur de 
 𝛾Ξ0 suivant : 







 )                                                        (14) 
Rappelons que le modèle Booléen est stable par dilatation convexe, donc en considérant  une famille 
homothétique d’ensembles compacts convexes (𝑟𝐾)𝑟>0, on obtient un estimateur de 𝔼[𝐴(Ξ0 ⊕ 𝑟𝐾)
2]. Ce 
moment de l’aire du grain primaire dilaté peut être développé en une expression polynômiale à l’aide de 
la formule de Steiner : 
𝔼[𝐴(Ξ0 ⊕ 𝑟𝐾)
2] =     𝔼[𝐴(Ξ0)
2] + 4𝑟𝔼[𝐴(Ξ0)𝑊0,𝐾]   + 𝑟
2(4𝔼 [𝑊0,𝐾
2 ] +    2𝐴(𝐾)𝔼[𝐴(Ξ0)])             (15)  
+  4𝑟3𝐴(𝐾)𝔼[𝑊0,𝐾]  + 𝑟
4𝐴(𝐾)2 
Les quantités  𝔼[𝐴(Ξ0)]  et  𝔼[𝑊0,𝐾] peuvent être estimées par la méthode du contraste minimum ou les 
formules de Miles dans le cas isotrope. En conséquence, les moments 𝔼[𝐴(Ξ0)
2], 𝔼[𝑊0,𝐾 
2 ]  et  
𝔼[𝐴(Ξ0)𝑊0,𝐾] peuvent être estimés par une approximation polynômiale de 𝔼[𝐴(Ξ0 ⊕ 𝑟𝐾)
2]. 
En pratique, le choix des valeurs pour  𝑟 a une influence sur la qualité des estimations et des précautions 
concernant les effets de bord doivent être prises. En effet si  Ξ(𝜔) ∩ 𝑊 est une réalisation de Ξ dans une 
fenêtre 𝑊 alors le modèle dilaté Ξ ⊕ 𝑟𝐾est connue uniquement dans la fenêtre érodée 𝑊𝑟 = 𝑊 ⊖ 𝑟𝐾 et 
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sa réalisation dans cette fenêtre est (Ξ(𝜔) ∩ 𝑊) ⊕ 𝑟𝐾) ∩ 𝑊𝑟 . Afin d’améliorer la précision des 
estimateurs, il est supposé que l’on dispose de plusieurs réalisations indépendantes du même modèle dans 
 𝑊  (plusieurs images), on fera ensuite une estimation empirique des caractéristiques globales 
(covariance, fraction d’aire...) avant d’estimer les moments d’ordre 1 et 2 de (𝐴(Ξ0), 𝑊0,𝐾). Le choix 
de  𝐾 fournit différentes caractéristiques,  pour une boule on obtient des estimateurs pour l’espérance et la 
covariance du vecteur ( 𝐴(Ξ0), 𝑈(Ξ0)) et pour un segment des estimateurs pour l’espérance et la 
covariance du vecteur ( 𝐴(Ξ0), 𝐻Ξ0(𝜃)). Cette méthode a été généralisée dans (Rahmani et al., 2015) pour 
obtenir les moments d’ordre 𝑛 du vecteur (𝐴(Ξ0), 𝑊0,𝐾) en utilisant une généralisation de la covariance 
du modèle : la probabilité que le modèle contienne 𝑛 points. 
3. Résultats  
Nous avons testé la méthode d’estimation des moments d’ordre 1 et 2 du vecteur (𝐴(Ξ0), 𝑊0,𝐾)  sur des 
images simulées en choisissant comme jauge 𝐾 une boule et un segment. Le modèle test est un modèle 
Booléen isotrope d’intensité 𝜆 = 100 500 × 500⁄  simulé dans une fenêtre 500 × 500 dont les grains sont  
des rectangles dont les côtés suivent des distributions Gaussiennes indépendantes 𝑁(40,10) et 𝑁(30,10).  
Nous avons représenté les erreurs relatives sur l’estimation des moments d’ordre 1et d’ordre 2 (Figure 7) 
en fonction du nombre de réalisations du modèle utilisé. 
 
 
Figure 7. Une réalisation du modèle test et les représentations des erreurs commises sur les estimations de ses 
caractéristiques du premier et second ordre, en fonction du nombre de réalisations disponible. 
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4. Conclusions et perspectives 
Nous avons mis en place une méthode qui permet d’estimer les moments statistiques de certaines 
caractéristiques géométriques et morphométriques des cristaux. La performance et la stabilité de ces 
estimateurs ont été évaluées par simulation. Ces quantités permettent de caractériser des particules dont la 
forme dépend de deux paramètres (rectangle, ellipse…) qui suivent une loi paramétrique (gaussienne, 
gamma…).  Cependant, des projections de cristaux sont souvent des polygones ayant plus de deux cotés, 
c’est pourquoi nous travaillons actuellement à la caractérisation de polygones quelconques. Nous 
soulignons que cette méthode reste valable dans n’importe quel modèle germe-grain dans lequel le 
covariogramme géométrique moyen est estimable. En conséquence, nous envisageons de l’appliquer sur 
des modèles germe-grain non Poissonnien, qui autorisent notamment les clusters de particules. 
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Abstract  
The geometrical and morphological characteristics of crystals (i.e. their particle size and shape 
distributions) involve a considerable impact on their properties of use. In situ image acquisition enables 
the temporal evolution of particles to be followed during the crystallization process. In this way, image 
analysis provides the geometrical characteristics of such crystals. Nevertheless, the 2-D imaging system 
gives only access to the projection of crystals and consequently to potential overlapping (specifically for a 
dense media). Consequently, it is required to develop specific image analysis methods for determining the 
geometrical and morphometrical characteristics of the crystals. This paper presents a method based on 
stochastic geometrical tools. The images can be modelized by using a random geometrical model, 
representing the population of crystals. It is then possible to estimate the statistical moments (mean, 
variance …) of their geometrical characteristics such as the area, the perimeter or the diameter. The 
proposed method has been carried out on simulated data so as to evaluate its performance. This 
geometrical characterization could allow to improve the crystallization models and then the process of 
manufacturing. 
Keywords:  geometrical modeling, in situ analysis, image analysis, PSD, stochastic geometry. 
 
 
